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Розглянуто способи оцінювання стійкості й аналізу біфуркацій  періодичних
коливань за першим наближенням, які пов’язані з ітераційними процесами
визначення періодичних розв’язків вихідних диференційних рівнянь. Наведені
способи потребують незначного, порівняно з самим визначенням періодичного
розв’язку, обсягу обчислень і зводяться до визначення й оцінювання поведінки
власних значень (мультиплікаторів) деяких матриць, обчислюваних у ході
ітераційних процесів. Розглянуто біфуркації, що були виявлені при розрахунку
вимушених коливань у моделі приводу розподільного вала паливних насосів
дизеля з антивібратором.
нелінійна система, біфуркації, періодичні коливання, ітераційний процес,
мультиплікатор
Однією з важливих наукових проблем природознав-
ства є розв’язання задачі про поведінку досліджуваного
об’єкта в часі і просторі на основі певних знань про його
початковий стан. Зазначена проблема, безумовно, є
математичною задачею і потребує в якості об’єкта дослід-
ження розглядати так звані «динамічні системи» у
математичному розумінні цього поняття [1, 2]. Відомо,
що звичайні диференціальні рівняння, які описують
поведінку нелінійних динамічних систем, мають чотири
типи розв’язків, які відповідають стану рівноваги,
періодичного, квазіперіодичного і хаотичного рухів. Цим
розв’язкам відповідають атрактори системи у вигляді
стійкої рівноваги, граничного циклу, квазіперіодичного
атрактора (Р-мірного тора) і хаотичного або “дивного
атрактора”. Важливим є те, що найпростіші типи квазі-
періодичних і хаотичних атракторів можуть реалізуватися
в динамічних системах з розмірністю фазового простору
не менше трьох. З точки зору механіки і математики,
аналіз хаотичних процесів у детермінованих нелінійних
дисипативних системах є однією з фундаментальних
проблем, що цікавить багатьох дослідників. У [3-7]
переконливо доведено, що в нелінійних системах причина
генерування складних коливальних процесів, які можуть
не відрізнятися за фізичними характеристиками від
істинно випадкових, криється не в кількості ступенів
свободи і не в наявності флуктуацій, як раніше вважалося,
а в експоненціальній нестійкості режимів, що породжує
суттєву залежність від точності задавання початкового
стану системи. Дослідження стійкості режиму функціо-
нування динамічної системи є надзвичайно важливим з
практичної точки зору. Ще більш важливою проблемою
є аналіз стійкості складних багатокомпонентних систем.
Таким чином, аналіз і дослідження вимушених
коливань у нелінійних системах є актуальною проблемою,
яка має важливе практичне значення.
У багатьох силових установках вимушені нелінійні
коливання є причиною втомних руйнувань елементів
передач і вимагають спеціального розрахункового
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дослідження. Особливо актуальною є задача розрахунку
таких коливань в установках, що містять потужне джерело
збурення у вигляді поршневого двигуна внутрішнього
згорання, що характерно для колісних та гусеничних
транспортних машин,сільськогосподарської техніки,
суднових і тепловозних установок. Крім цього, при
дослідженні коливальних процесів у механічних систе-
мах, підданих дії періодичних збурюючих сил, дослідника
зазвичай цікавить функціональна залежність деяких
параметрів, що характеризують коливальний процес, від
частоти збурюючого впливу. Ці залежності можуть бути
неоднозначні і мати точки розгалуження. Визначення
останніх становить особливий інтерес, бо в цих точках
беруть початок або закінчуються окремі гілки розв’язків.
Зазначимо, що отримання нових, ефективних прийо-
мів оцінювання стійкості періодичних режимів складних
нелінійних систем стало можливим у зв’язку з розроб-
ленням ітераційних числових алгоритмів аналізу. Розгля-
нуті нижче способи оцінювання стійкості спираються на
дослідження стійкості за першим наближенням і пов’язані
з ітераційними процесами визначення періодичних
розв’язків. Ці способи вимагають незначного в порівнянні
з самим визначенням періодичного розв’язку обсягу
обчислень і зводяться до визначення власних значень
деяких матриць, обчислених у ході ітераційних процесів.
Розглянемо систему з n  ступенями свободи, рух якої
описується неавтономним векторним диференціальним
рівнянням у формі Коші:
( )y yt , ,= jrr r&                                     (1)
де yr  – 2n -мірний вектор стану, ( )yt ,jr r – 2n -мірна вектор-
функція, 1T – періодична за явно вхідним часом t :
( ) ( )1t , y t T , yj = j +
r rr r
 .
Визначення періодичного розв’язку диференціального
рівняння (1) еквівалентно знаходженню нерухомої точки
точкового відображення і може бути зведене до розв’я-
зання неявно заданого рівняння:
( )0 0 0Ty y y ,- =
rr r r                                (2)
де ( ) ( )0 0 Ty y , y y T= =
r r r r
– вектори стану системи в момен-
ти часу 0t =  і t T ,=   період T  дорівнює або кратний
періоду 1T  правої частини рівняння (1): 1T rT= .
Для розв’язання рівняння (2) використовується ітера-




0 0 0 1 2
T
T
y E z y y y
y





ï - = -ê úç ÷ï ¶ê úí è øë û
ï





                  (3)
який дозволяє не тільки визначати періодичні розв’язки
рівняння (1), але й оцінювати їх стійкість за Ляпуновим.
Для оцінки стійкості й аналізу біфуркацій періодичних
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– матриця Якобі, яка обчислюється на
періодичному рішенні ( )y t= x
rr .
Отже, (4) містить періодичні коефіцієнти і дослід-
ження стійкості його тривіального розв’язку еквівалентно
дослідженню стійкості періодичного розв’язку ( )y t= x
rr
рівняння (1), і проводится згідно з теорією Флоке [9].
Мультиплікатори il  є коренями рівняння
( ) 0det T E- l =é ùë ûФ ,
де ( )TФ – матриця монодромії, рівна матрицанту (4) при
t T= .
Найбільший інтерес представляють біфуркації, при
яких періодичні розв’язки втрачають стійкість, оскільки
у відповідних біфуркаційних точках якісно змінюється
структура можливих сталих рухів нелінійної системи. При
побудові АЧХ системи зміна частоти збурюючої дії при-
зводить до зміни мультиплікаторів рівняння у варіаціях,
внаслідок чого мультиплікатори рухаються вздовж певних
траєкторій. Аналіз цих траєкторій дозволяє зробити вис-
новки відносно стійкості періодичних коливань та їх мож-
ливих біфуркацій у точках втрати стійкості.
Періодичний розв’язок рівняння (1) ( )y t= x  є асимп-
тотично стійким, якщо спектральний радіус рівняння у
варіаціях (4)
1ii
max ,r = l <                                  (5)
таким чином, втрата стійкості пов’язана з виходом одного
або пари мультиплікаторів з кола одиничного радіуса. Цей
вихід може здійснюватися трьома способами: з’являється
дійсний мультиплікатор 1il < -  ; з’являється дійсний
мультиплікатор 1il > ; з’являється пара комплексно
спряжених мультиплікаторів 1 1i i+l = l > .
У першому випадку відбувається біфуркація подво-
єння періоду: у точці втрати стійкості Т-періодичного
розв’язку народжуються дві гілки 2Т-періодичні стійкі
розв’язки. Друга біфуркація характерна для так званої
точки повороту, в якій крива залежності періодичного
розв’язку від параметра «повертає» у протилежний бік,
стаючи багатозначною. Для розрахунку періодичних коли-
вань в околі такої точки зручно використовувати алгоритм
інвертування крайового завдання [3]. Третя біфуркація
призводить до народження майже періодичних коливань.
Розглянуті біфуркації були виявлені при розрахунку
вимушених коливань у моделі приводу розподільного вала
паливних насосів дизеля з антивібратором [3]. Неліній-
ність пружної характеристики ( )1 1f j  викликана наяв-
ністю зазору в зубчастій передачі, а її несиметричність
пояснюється переданим середнім моментом.
На рис. 2 наведена амплітудно-частотна характе-
ристика (АЧХ) системи в області першого основного
резонансу.
Суцільна лінія відповідає стійким періодичним режи-
мам, період яких збігається з періодом 1T  збурювального
впливу, пунктиром зображені гілки нестійких розв’язків
того ж періоду. Кожному 1T -періодичному розв’язку
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відповідають дві точки графіків, що мають однакові
абсциси і ординати, які дорівнюють максимальному зна-
ченню кута 1j  закручування нелінійної ділянки. Окремі
гілки розв’язків на обох графіках позначені однаковими
буквами. Для окремих точок АЧХ показане розташування
мультиплікаторів на комплексній площині. Мультиплі-
катори, які вийшли з кола одиничного радіуса, позначені
хрестиком (х).
Як видно з рис. 2, у декількох частотних інтервалах
відсутні 1T -періодичні стійкі розв’язки. Так, втрата стій-
кості 1T -періодичного розв’язку на гілці С при  wÎ  [5.03;
5.06] супроводжується появою стійкого 2 1T -періодичного
розв’язку. Подальше зменшення частоти приводить до
серії біфуркацій подвоєння періоду, при яких виникають
стійкі розв’язки періоду 4 1T , 8 1T  ,..., 2
k
1T . Закономір-
ністю цього процесу є спадання в геометричній прогресії
інтервалів зміни параметра w, всередині яких система має
стійкі розв’язки періоду 2k 1T  [3], що призводить до утво-
рення «дивного атрактора». «Дивний атрактор» - це
область фазового простору, всередині якої коливання
системи мають хаотичний характер. Такий атрактор був
виявлений при w =4.9, на рис. 3 він зображений на
стробоскопічній фазовій площині за допомогою відоб-
раження зсуву по траєкторії 
1TU  [ 1 ], розглянутий часовий
інтервал дорівнює 500 1T .
Виявлений «дивний атрактор» має досить велику
область тяжіння, до нього приводять перехідні процеси з
нульовими початковими умовами і початковими умовами,
відповідними нестійким розв’язкам на гілці С.  У той же
час перехідний процес з початковими умовами, відпо-
відними гілці В, приводить до стійкого 1T -періодичного
розв’язку на гілці А.
Втрата стійкості 1T -періодичного розв’язку на гілці
E  при wÎ  [5.79; 5.8] супроводжується появою пари ком-
плексно спряжених мультиплікаторів, більших від одиниці
за модулем. Періодичному режиму, що виникає при цьому,
на стробоскопічній фазовій площині відповідає гранич-
ний цикл. На рис. 4 зображений перехідний процес, який
починається з точки, що відповідає нестійкому періодич-
ному розв’язку (у центрі малюнка) і сходиться до гранич-
ного циклу.
При подальшому зменшенні частоти w  граничний
цикл руйнується з утворенням стійких субгармонійних
розв’язків високого порядку, виявлених при w = 5.75
(Т=7 1T ) і w =5.7 (Т=19 1T ), і хаотичних коливань, стробо-
Рис. 1. Механічна модель, безрозмірні параметри системи:
1C = 6.73;  2C =0.672;  1I  = 0.056;  2I = 0.0187;  cp.M = 0.045;
D = 0.05236; 1b = 0.08; M = 0.085
Рис. 2. АЧХ механічної моделі приводу розподільного вала
паливних насосів дизеля з антивібратором
Рис. 3. Стробоскопічна фазова площина
Рис. 4. Стробоскопічна фазова площина
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скопічний портрет яких зображений на рис. 5 для w = 5.5.
Розмахи цих коливань показані на рис. 2
На рис. 6 – рис. 8 наведені траєкторії мультиплікаторів
il  рівняння у варіаціях (4).
Слід взазначити, що швидкість переміщення мульти-
плікаторів вздовж траєкторій різна на різних гілках АЧХ
і залежить від багатьох факторів.
Висновки. Проведенні розрахунки свідчать про
ефективність запропонованої методики оцінювання стій-
кості періодичних режимів. Перевірка критерію стійкості
і умов розгалуження добре вписується в обчислювальні
схеми розроблених ітераційних процесів і вимагає невели-
кого обсягу обчислень.
Наведений вище алгоритм дозволяє виявити вузькі
частотні діапазони існування стійких розв’язків на гілках
АЧХ, відповідних нестійким розв’язкам, а також ілюструє
методику дослідження сталих коливань у системах класу,
що розглядається.
На першому етапі проводиться розрахунок основних
періодичних коливань, який дозволяє визначити області
існування неперіодичних сталих рухів і періодичних рухів
збільшеного періоду. Далі знаходяться розв’язки, які
відповідають хаотичному руху нелінійної системи.
Крім цього, додатково проведені розрахунки системи,
представленої на рис. 1, показують, що послідовність
біфуркацій подвоєння, яка веде до появи розв’язку нескін-
ченного періоду, є лише необхідною умовою появи “див-
ного атрактора”. Достатньою умовою буде відсутність
інших стійких періодичних або майже періодичних
розв’язків. Це, однак, не суперечить можливості одночас-
ного існування “дивного атрактора” та сталого періодич-
ного розв’язку зі своїми областями тяжіння[14].
Звичайно, ніколи не можна бути впевненим, що
виявлені усі можливі усталені рухи, наприклад, залиша-
ється відкритим питання пошуку періодичних розв’язків,
що утворюють замкнуті гілки.
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Reserching of nonlinear systems vibrations by mapping
method
National Technical University «KhPI», Kharkiv
Methods of stability estimation and bifurcation analysis of
periodic oscillations in the first approximation related to the iterative
process for determining periodic solutions of differential equations
are considered. These methods require small compared to the same
definition of periodic solution and volume calculations are reduced
to identify and evaluate the behavior of eigenvalues (multipliers) of
certain matrices, calculated during the iterative process. A bifurcation
identified in the calculation of forced vibrations in the camshaft drive
model fuel pumps in diesel modulator.
IV МІЖНАРОДНА
НАУКОВО-ТЕХНІЧНА КОНФЕРЕНЦІЯ
«АКТУАЛЬНІ ПРОБЛЕМИ ПРИКЛАДНОЇ МЕХАНІКИ ТА МІЦНОСТІ
КОНСТРУКЦІЙ»
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Інформація
Тематика конференції:
– Математичне моделювання та дослідження
технічних систем.
– Контактні задачі деформівних тіл.
– Механіка руйнування та задачі термопружності.
– Статичні та динамічні задачі теорії пластин і оболонок.
– Механіка композиційних матеріалів.
– Комп’ютерна механіка та оптимізація конструкцій.
– Експериментальне дослідження динаміки
та міцності конструкцій.
– Підвищення надійності та довговічності
технічних систем.
– Прикладні задачі проектування складних інженерних
конструкцій в суднобудуванні, приладо- і
машинобудуванні.
– Перспективи застосування прогресивних та
нетрадиційних технологій
при виробництві складних технічних систем.
– Сучасні проблеми інженерної освіти.
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